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Escuela de F´ısica, Universidad Auto´noma de Zacatecas
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En los art´ıculos anteriores de Ogievetski˘ı y Polubarinov, Kalb y Ramond
el concepto del noto´f, el campo longitudinal originado del tensor antisime´trico
(AST), ha sido propuesto. En nuestro trabajo analisamos la teor´ıa del campo
AST de segundo rango desde el punto de vista del problema de la normal-
izacio´n. Obtenemos 4-potenciales y fuerzas de campo, que coinciden con los
que fueron obtenidos en los trabajos de Ahluwalia y Dvoeglazov. Ligeramente
modificando la funcio´n de campo de Bargmann-Wigner (BW) concluimos que
es posible describir expl´ıcitamente grados de libertad del foto´n y el noto´f.
Se discuten las consecuencias f´ısicas y relaciones a los trabajos antecedentes.
Adema´s, derivamos ecuaciones para el tensor sime´trico de segundo rango en la
base de la misma modificacio´n del formalismo de Bargmann y Wigner, i.e. las
ecuaciones que describen conducta dina´mica de los campos con spin ma´ximo
2.
PACS: 03.65.Pm, 04.50.+h, 11.30.Cp
El esquema general para derivacio´n de ecuaciones de los espines altos ha sido dada en [1].
Un campo de masa m y spin j ≥ 1
2
es representado por un multispinor completamente
sime´trico del rango 2j. Los casos particulares j = 1 y j = 3
2
han sido dados en los libros
de texto, e. g., ref. [2]. En el presente trabajo nosotros aprobamos que el esquema podr´ıa
ser generalizada para el caso de spin 1 y 3/2. El caso spin-2 puede ser tambie´n de unos
intere´s, porque generalmente se cree que se obtienen de componentes transversos los rasgos
esenciales del campo gravitacional de la representacio´n (2, 0)⊕ (0, 2) del grupo de Lorentz.
No obstante, todav´ıa no se entienden preguntas de las componentes redundantes de las
ecuaciones relativistas de los espines altos en detalles [3].
En una serie reciente de los papeles [4–6], que son continuacio´n de los trabajos de
Ahluwalia (vease, por ejemplo, [7–9] tratamos de construir una teor´ıa consistente del tensor
antisime´trico del campo cuantizado de segundo rango y del campo 4-vectorial. Los trabajos
publicados previamente [10–12], as´ı como libros de texto, no pueden considerarse como los
trabajos que resolvieron los problemas principales, si el campo AST cuantizado y el campo
4-vectorial cuantizado son los campos “transversos” o´ “longitudinales” (en el sentido si la
helicidad h = ±1 o´ h = 0? pueden los potenciales electromagne´ticos componer un 4-vector
∗Enviado a III Reunio´n Nacional Acade´mica de F´ısica y Matema´ticas, ESFM IPN, D. F., Me´xico,
Agosto 3-7, 1998 y presentado en la XXXI Escuela Latinoamericana de F´ısica, El Colegio Nacional,
D. F., Me´xico, Julio 27 – Agosto 14, 1998.
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en una teor´ıa cuantizada? co´mo se debe tomar el l´ımite sin masa? etc. etc. Muchos proble-
mas de la descripcio´n rigurosa de la luz son todav´ıa abiertos. Se basan ideas de este art´ıculo
en tres informes del a´rbitro de“ Foundation of Physics” que eran muy u´tiles aunque cr´ıticos.
Primeros de todo, notamos despue´s del a´rbitro que 1)“...En unidades naturales (c =
h¯ = 1) una densidad de lagrangiano (porque la accio´n se considera sin dimensio´n), tiene
dimensio´n de [energ´ıa]4”; 2) Uno puede siempre re-normalizar la densidad del lagrangiano y
“uno puede obtener las mismas ecuaciones de movimiento ... por sustituir L → (1/MN)L,
dondeM es una escala de energ´ıa arbitraria,” cf. [5]; 3) la dimensio´n f´ısica correcta del tensor
de la intensidad del campo F µν es [energ´ıa]2; “la transformacio´n F µν → (1/2m)F µν (ve´ase
en ref. [5,6a]) requiere un estudio ma´s detallado, [porque] la transformacio´n mencionada
cambia su dimensio´n f´ısica: no es una transformacio´n de la normalizacio´n simple.” Adema´s,
en los primeros art´ıculos del noto´f [10–12] 1 los autores usaron la normalizacio´n del campo
vectorial F µ 2 a [energ´ıa]2 y, por lo tanto, los potenciales tensoriales Aµν , a [energ´ıa]1.
Despue´s de tener en cuenta estas observaciones permı´tanos repetir el procedimiento de
las derivaciones de las ecuaciones de Proca desde las ecuaciones de Bargmann y Wigner para
un spinor totalmente sime´trico del segundo rango. Ponemos
Ψ{αβ} = (γ
µR)αβ(camAµ + cfFµ) + (σ
µνR)αβ(cAmγ
5Aµν + cFFµν) , (1)
donde
R =
(
iΘ 0
0 −iΘ
)
, Θ = −iσ2 =
(
0 −1
1 0
)
. (2)
Matrices γµ se escogen en la representacio´n de Weyl, i.e., γ5 se asume que sea diagonal.
Las constantes ci son algunos coeficientes nume´ricos sin dimensio´n. El operador de reflexio´n
R tiene las propiedades siguientes
RT = −R , R† = R = R−1 , R−1γ5R = (γ5)T , (3a)
R−1γµR = −(γµ)T , R−1σµνR = −(σµν)T . (3b)
que son necesarias para la expansio´n (1) sea posible en tal forma, i.e., se suponen que γµR,
σµνR y γ5σµνR son las matrices sime´tricas.
La substitucio´n de la expansio´n precedente en el conjunto de Bargmann y Wigner [2]
[iγµ∂µ −m]αβ Ψ{βγ}(x) = 0 , (4a)
[iγµ∂µ −m]γβ Ψ{αβ}(x) = 0 . (4b)
nos da las nuevas ecuaciones de Proca:
cam(∂µAν − ∂νAµ) + cf (∂µFν − ∂νFµ) = icAm2ǫαβµνAαβ + 2mcFFµν (5a)
cam
2Aµ + cfmFµ = icAmǫµναβ∂
νAαβ + 2cF∂
νFµν . (5b)
1Tambie´n se conoce como un campo longitudinal de Kalb y Ramond, pero la consideracio´n de
Ogievetski˘ı y Polubarinov me parece ser ma´s rigurosa porque permite estudiar el limite m→ 0.
2Se sabe bien que esta´ relacionado con un tensor del campo antisime´trico de tercer rango.
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En el caso ca = 1, cF =
1
2
y cf = cA = 0 se reducen a las ecuaciones de Proca ordinarias.
3 En
el caso generalizado obtenemos ecuaciones dina´micas que conectan el foto´n, el noto´f y sus
potenciales. Partes divergentes (en m→ 0) de funciones del campo y de variables dina´micas
se deben quitar por transformaciones de calibracio´n correspondientes (o de transformaciones
de calibracio´n de Kalb y Ramond). Se sabe bien que el campo del noto´f sin masa resulta
ser puro campo longitudinal cuando se tiene en cuenta ∂µA
µν = 0.
Aparte de estas ecuaciones dina´micas, podemos obtener el juego de restricciones por
medio de la substraccio´n de las ecuaciones de Bargmann y Wigner (en lugar de la suma en
cuanto a (5a,5b)). Se leen
mca∂
µAµ + cf∂
µfµ = 0 , y mcA∂
αAαµ +
i
2
cF ǫαβνµ∂
αF βν = 0 . (6)
que sugieren F˜ µν ∼ imAµν y fµ ∼ mAµ, como en [10].
Nosotros volvimos a estos trabajos antiguos debido a controversias recientes de inter-
pretacio´n despues de observaciones experimentales de los objetos E×E∗ y A×A∗ en o´ptica
no-lineal. En esta conexio´n uno puede considerar que ∼ A × A∗ se puede mirar como la
parte del potencial tensorial y ∼ B×B∗, como la parte del campo vectorial (cf. las fo´rmulas
(19a-c) en ref. [6a]). Segu´n [10, Eqs. (9,10)] procedemos en la construccio´n de los “poten-
ciales” para el noto´f como sigue: Aµν(p) ∼
[
ǫ(1)µ (p)ǫ
(2)
ν (p)− ǫ(1)ν (p)ǫ(2)µ (p)
]
Al usar formas
expl´ıcitas de los vectores de polarizacio´n en el espacio de momento lineal (e. g., refs. [13]
y [6a,fo´rmulas (15a, b)]) uno obtiene
Aµν(p) =
iN2
m

0 −p2 p1 0
p2 0 m+
prpl
p0+m
p2p3
p0+m−p1 −m− prplp0+m 0 −
p1p3
p0+m
0 − p2p3
p0+m
p1p3
p0+m
0
 , (7)
que coincide con las componentes “longitudinales” del tensor antisime´trico que fue obtenido
en refs. [8, Eqs. (2.14,2.17)] y [6a,Eqs.(17b,18b)] dentro de la normalizacio´n y formas difer-
entes de la base de spin. Los estados longitudinales pueden reducirse a cero en el caso sin
masa bajo opcio´n apropiada de la normalizacio´n y si una part´ıcula de spin j = 1 se mueve
en direccio´n del tercer eje OZ. Tambie´n es util comparar Eq. (7) con la fo´rmula (B2) en
ref. [9] para dar cuenta del procedimiento correcto para toma el l´ımite sin masa.
Como discusio´n queremos mencionar que el experimento de Tam y Happer [14] no
hac´ıa hallazgo una explicacio´n satisfactoria en el armazo´n de la electrodina´mica cua´ntica
ordinaria (por lo menos, su explicacio´n es complicada por grandes ca´lculos te´cnicos). En
cambio, en ref. [15] se ha propuesto un modelo muy interesante. Se basa en calibrar el campo
3Sin embargo, notamos que la divisio´n por m en la primera ecuacio´n no es una operacio´n bien-
definida en el caso de que alguien se interese por el l´ımite m → 0 posteriormente. Probable-
mente, para evitar este punto oscuro, uno desear´ıa escribir la ecuacio´n de Dirac en la forma
[(iγµ∂µ)/m− 11]ψ(x) = 0 la que sigue imediatamente en la derivacio´n de la ecuacio´n de Dirac
en la base a la relacio´n de Ryder y Burgard [7] y las reglas de Wigner para un boost de la funcio´n
del campo desde el sistema con momento lineal cero.
3
de Dirac usando los para´metros dependientes de coordenadas αµν(x) en ψ(x) → ψ′(x′) =
Ωψ(x) , Ω = exp
[
i
2
σµναµν(x)
]
y, as´ı, el segundo “foto´n” fue introducido. El campo de
compensacio´n con 24 componentes (en general) Bµ,νλ reduce al campo 4-vectorial como sigue
(la anotacio´n de [15] se usa aqu´ı): Bµ,νλ =
1
4
ǫµνλσaσ(x) . Como prontamente ve despue´s de
la comparacio´n de estas fo´rmulas con las de refs. [10–12], el segundo foto´n es nada ma´s
que el noto´f de Ogievetski˘ı y Polubarinov dentro de la normalizacio´n. Propiedades de la
paridad (as´ı como su conducta en el l´ımite sin masa) son dependientes no so´lo de las formas
expl´ıcitas de las funciones del campo en el espacio del momento lineal de la representacio´n
(1/2, 1/2) , sino tambie´n de las propiedades de las operadores de creacio´n y aniquilacio´n
correspondientes. Las propiedades de helicidad dependen de la normalizacio´n.
Podemos generalizar el formalismo de otra manera. En los trabajos [16] las generaliza-
ciones de las ecuaciones de Dirac fueron propuestas. Una de ellas tiene la forma[
iγµ∂µ −m1 − γ5m2
]
Ψ(x) = 0 (8)
con dos parametros de masa y permiten describir los estados taquionicos. Si uno quisiera
construir el formalismo para espines altos en base a la ecuacion (8) llegamos al siguiente
sistema de ecuaciones de Proca para spin 1:4
2c1∂µF˜
µα − 2ic2∂µAµα +m2Ψα = 0 , (9a)
2c1∂µF
µα + 2ic2∂µA˜
µα +m1Ψ
α = 0 , (9b)
2c1(m1F
µν + im2F˜
µν) + 2c2(m2A
µν + im1A˜
µν)− (∂µΨν − ∂νΨµ) = 0 , (9c)
∂µΨ
µ = 0 . (9d)
La funcio´n de campo esta representada por
Ψ{αβ} = (γ
µR)αβΨµ + c1(σ
µνR)αβFµν + c2(γ
5σµνR)αβAµν . (10)
El uso de dos parametros de masa puede ser u´til para la consideracio´n del vector de Pauli y
Lubanski (ve´ase [6a,Eq. (27,28)])
Al repetir la formulacio´n generalizada para un spinor sime´trico de cuarto rango podemos
obtener las siguientes ecuaciones dina´micas
2α2β4
m
∂νT
µν
κ +
iα3β7
m
ǫµναβ∂νT˜κ,αβ = α1β1G
µ
κ , (11a)
2α2β5
m
∂νR
µν
κτ +
iα2β6
m
ǫαβκτ∂νR˜
αβ,µν +
iα3β8
m
ǫµναβ∂νD˜κτ,αβ −
− α3β9
2
ǫµναβǫλδκτD
λδ
αβ = α1β2F
µ
κτ +
iα1β3
2
ǫαβκτ F˜
αβ,µ , (11b)
2α2β4T
µν
κ + iα3β7ǫ
αβµν T˜κ,αβ =
α1β1
m
(∂µG νκ − ∂νG µκ ) , (11c)
4Para espin 3/2 las ecuaciones son muy parecidas. Es necesario u´nicamente tomar en cuenta que
la funcio´n con espin 3/2 lleva un ı´ndice adicional relacionado con la parte espinoreal de ella. Sin
embargo, aparecen nuevas restricciones gracias a un procedimiento de simetrizacio´n del espinor de
tercer rango, ve´ase [2].
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2α2β5R
µν
κτ + iα3β8ǫ
αβµνD˜κτ,αβ + iα2β6ǫαβκτ R˜
αβ,µν − α3β9
2
ǫαβµνǫλδκτD
λδ
αβ =
=
α1β2
m
(∂µF νκτ − ∂νF µκτ ) +
iα1β3
2m
ǫαβκτ (∂
µF˜ αβ,ν − ∂νF˜ αβ,µ) . (11d)
Las restricciones esenciales fueron obtenidos en [6c]. E´stas resultan de las contracciones
de la funcio´n de campo con tres matrices antisime´tricas, como anteriormente se hizo en el
formalismo estandar (vease [2], el caso de espin 3/2).
Adema´s, del juego de ecuaciones (11a-11d) uno obtiene una ecuacio´n de segundo orden
para tensor sime´trico de segundo rango (α1 6= 0, β1 6= 0):
1
m2
[∂ν∂
µG νκ − ∂ν∂νG µκ ] = G µκ . (12)
Despue´s de contraccio´n en los indices κ y µ esta ecuacio´n se reduce al conjunto{
∂µG
µ
κ = Fκ
1
m2
∂κF
κ = 0
, (13)
i. e., a las ecuaciones que conectan el ana´logo del tensor de energ´ıa-momento y el ana´logo
del potencial cuatridimensional.
Como conclusio´n, podemos decir que 1) aprobemos la significancia f´ısica de la normal-
izacio´n; 2) aprobemos que conceptos del noto´f, del campo longitudinal de Kalb y Ramond,
del torsio´n etc esta´n conectados entre s´ı y esta´n relacionados con el componente de helici-
dad 0 del campo antisime´trico de segundo rango; 3) aprobemos que se pueden describir los
grados de libertad “transversos” y “longitudinales” por la misma ecuacio´n con coefficientes
numericos desconocidos [6b]; 4) los resultados tienen que ser aplicados a casos de espin 2 (y,
presumidamente, a los casos con espines ma´s altos) por razo´n que el formalismo estandar
tiene problemas con interpretacio´n de las soluciones [6c].
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Apendice. Se deducen las funciones del campo de la representacio´n (1/2, 1/2) en el
espacio del momento lineal (vease ref. [6a]):
uµ(p,+1) = − N
m
√
2

pr
m+ p1pr
p0+m
im+ p2pr
p0+m
p3pr
p0+m
 , uµ(p,−1) = Nm√2

pl
m+ p1pl
p0+m−im+ p2pl
p0+m
p3pl
p0+m
 , (14a)
uµ(p, 0) =
N
m

p3
p1p3
p0+m
p2p3
p0+m
m+
p2
3
p0+m
 , uµ(p, 0t) = Nm

p0
p1
p2
p3
 . (14b)
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Estas no son divergentes en el l´ımite sin masa si tomamos N = m. Las describen los
“fotones” longitudinales (en el sentido que h = 0) en este l´ımite. Si N = 1 tenemos “fotones
transversos” pero tenemos tambie´n la conducta divergente por parte de la calibracio´n de las
funciones del campo. Se obtienen los potenciales para las soluciones de energ´ıa negativa por
aplicacio´n del operador de conjugacio´n compleja.
Las fuerzas del campo (strengths) son
B(+)(p,+1) = − iN
2
√
2m
−ip3p3
ipr
 , E(+)(p,+1) = − iN
2
√
2m
 p0 −
p1pr
p0+m
ip0 − p2prp0+m− p3pr
p0+m
 , (15a)
B(+)(p, 0) =
iN
2m
 p2−p1
0
 , E(+)(p, 0) = iN
2m

− p1p3
p0+m− p2p3
p0+m
p0 − p
2
3
p0+m
 , (15b)
B(+)(p,−1) = iN
2
√
2m
 ip3p3
−ipl
 , E(+)(p,−1) = iN
2
√
2m
 p0 −
p1pl
p0+m−ip0 − p2plp0+m− p3pl
p0+m
 . (15c)
Se obtienen por la aplicacio´n de las formulas: B(±)(p, h) = ± i
2m
p×u(±)(p, h) y E(±)(p, h) =
± i
2m
p0u
(±)(p, h)∓ i
2m
pu0 (±)(p, h). Es u´til comparar estas formulas con aquellas que fueron
presentados en [8, p.408] usando una base de spin diferente. Se obtienen tambie´n los pro-
ductos cruz × en ref. [6a] y como vemos son relacionados con la parte de calibracio´n (∼ pµ)
de las potenciales cuatridimensionales en el espacio de momento lineal.
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